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PRAWA DZIALAN NA LICZBACH

Wartos¢ bezwzgledna

A B
N N
7z 7z
odlegtosc liczby a od 0
|al la — bl = |AB|

w | a dla a=0
lal & {

[4=V7|=4-7, l0l=0, 2—ml=m—2
—a dla a<0

wiasnosci, gdya, b €R, 1= 0

X

la| >0 lx] > 0 @ x € R\{0}
la| = |—al V3| =1|-+3|
la| = Va? Ja—22=4o|x-2|=4
la|]=r ©® a=rluba=-r x—2|=4 ©&x—2=4 lub x—2=—4
la-b| = |al - |b| Ry 7

x? Jx|? x| x| |x| x| Ix] x

a

b

_ lal

—m, b=0

lx —al <r |x —a| >r

szacowanie, gdy a,b €R

la+ b| < |a| + |b| Daa=2>0ib=-3<0,a+b<0i
la — b| > |la| — |b|| la+b| =—a—b<a+(=b) =|al + |b|
nierownosci, gdy a >0 x| <V2-1e —V2+1<x<+vV2-1
x<ae —a<x<a |-x+1|=21e —x+1>1lub —x+1<-1

x| >a©e x>a lub x<-a
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BLEDY PRZYBLIZENIA

Dla liczby a € R i a # 0 oraz jej przyblizenia dziesietnego a,

btad bezwzgledny przyblizenia
la — ay|

btad wzgledny przyblizenia

la—ap|
a

SZACOWANIE

Dla a,b,c € R,
oszacowanie z gory

a _ atc
- —
b b

oszacowanie z dotu

a

> —_—
b+c

SR

PIERWIASTKI

Dla a=0,b>0 i m,ne N\{0,1} wtasnosci
Na-b=%Ya Vb

nla_ Ya
\/;—%, dla b=#0

(Va)" = Ve

Vat-b=a-Vb
(a)" = a

Dla a€R i n € N\{0,1}

ngw :{ lal, gdy n jest liczbg parzystg
a, gdy n jestliczbg nieparzystg

Dla a = 40075,36852,
gdy a, = 40075,37

a— a,| = 0,00148 < 0,01

|a—ao| — 3,6 . 10—8
fo 8 je<p HELH_g
b b-c 13 12

c 8v78 864
->— | ¢c<aq, —3 >—16 =4

10,125+ 0,008 = 3/0,125 - /0,008 = 0,1

s[4 38 Y8 _ 2
0,032 +J0,064 30,064 04

3,_W=

VF = (V3 = VI VEVE =343

'Y10240 = ‘Y1024 - 10 = 2'Y10

(f2) = (42)° =

J(=8)2 =[-8 =8, VxZ=|x|

V05 =—4, I =x

WWwWw.
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POTEGI

o wyktadniku zero i podstawie a € R\{0}

a®=1

n—tapotega,a€R i n €N,

al=a ia**l=a"-a

o wyktadniku ujemnym, a € R\{0}, n € N,

G =(2)" oilea b=0

o wykfadniku wymiernym,a >0, mm € N,, n # 1

- Vam
Dlaa,b € R\{0} ia,feC albo a,beR, i a,f ER
takie same wykfadniki poteg

(a-b)* =a“- b”

potega poteg

(a%)F = a®#

takie same podstawy poteg
a” - aﬂ — aa+[3

a“_ a_[;
a—ﬂ—a

0° nie istnieje

at=a-a-..-a
< = =
n czynnikow

(%) = (5™ - ()

2x . 21—x — 2x+1—x — 21

2
=y =yt y#0




LOGARYTMY

Daa>0ia#1 b>0, c,k€R, x>0,y>0

logarytm potegi

log,b* = k-log,b

logarytm iloczynu

loga(x ' y) = logax + logay

logarytm ilorazu

logai =log.,x —log,y

zamiana podstaw

log:b

log,b = , ¢>0 i

logca

1
logs2 =, bo 83 = Y8 =2

log,a =1, logai =-1, log,1=0

log105~% =5—k, bo logl0 = log,,10

logg2 + logg32 = logg(2 - 32)

5
logioik =1og10° — log10*¥

1
log,c = Toaca’ log,b = —log%b

WWwWw.
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WYRAZENIA ALGEBRAICZNE
Wzory skroconego mnozenia
kwadrat roznicy

(a — b)? = a*? — 2ab + b*

kwadrat sumy
(a + b)? = a? + 2ab + b?

roznica kwadratow

a’? —b?=(a-b)(a+b)

kwadrat sumy trzech skfadnikéw
(a+b+c)* =a?+ b*+c*+2ab+ 2ac + 2bc

szescian sumy

(a + b)? = a® + 3a%b + 3ab? + b3

szescian roznicy
(a — b)3 = a® — 3a®b + 3ab? — b3

suma szescianow

a® + b3 = (a + b)(a®? — ab + b?)

réznica szescianow

a® — b® = (a — b)(a®? + ab + b?)

(R)Wzérna a" -1

a'—1=(a-1@1'+a"%+ ..+a+1), neN,

a’ — 2ab + b? = (a — b)?

(x—%)2=x2+xi2—2, x#0

a’ + 2ab + b? = (a + b)?

1072 = (100 + 7)% = 1002 + 2 - 100 - 7 + 72

(a - b)(a + b) = a®? — b?
8694 = (90 — 4)(90 + 4) = 90% — 42

A+x—-D2=1+x2+-4+2x-2-2=
X X X

2, 1 2
=x"+5+2x—-—-1 x#0
X X

(V3+1)' = (V3) +3(v3) +3V3+1=
=6v3+ 10

(V3-1)'=(3) -3(v3)" +3V3-1=
=6vV3— 10

x+DE2—x+1)= x3+1

() = (-1 0

1-¢"'=(1-A+q9+4d* + 7%

WWwWw.
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Usuwanie niewymiernosci

1

_=ﬁ, a>0 5 _ 510 _ V10

Va a V10 10 2
3 3

1 Va? 1 Va 1000  1000%/10 3

£ a lub 3\/;— P a#0 005 = 10 =100v10

Dla a,b € R, i a # b ze wzoru na réznice kwadratéw

1 Ja+Vb 2 2(/5+V3)
Vavb ab vl b ACRRE
1 Ja—/b 1 _ 4z _2-3
Va+Vb =~ a-b 4+V1z  16-12 2

Dla a,b€R i a+# b ze wzoru na réznice lub sume szescianow

1 _ W+W+3\/ﬁ |Ub 1 _ 3\/57% 1 _ %/E+3;/Z+1
Va-3 a-b Va2+¥ab+ipz  a-b Va-i a1
3 3 3 3~.3 32 3.3
1 _ Va?-¥ab+Vp? 1 _ Ya+Vb 11 _11(\/5 \/ﬁ+\/ﬁ)_3 5 5
Va+'b a+b lub Va2-3ab+3p2 b Ve+i5 6+5 =V36-V30+ V25

FUNKCJA KWADRATOWA (TROJMIAN)

Postac¢ ogolna
f(x) =ax*+bx+c, a#0 Wykres y = ax?+bx+c,a# 0 jest
parabolg o ramionach narysowanych:

do gory, gdy a > 0 lub do dotu, gdy a < 0
wyroznik tréjmianu
A = b* — 4ac Dla f(x) =2x2 —x+1 A=(-1)2—-4-2-1

Gdy4>0

2 miejsca zerowe

fx)=0

2 pierwiastki trojmianu lub réwnania kwadratowego

-b—4 _ —h+va

Xy —x*+2x+3=0 A=16 JA=4
2a 2a

X1 =

WWwWw. MATMA 6



Gdy4=0
1 miejsce zerowe

fx)=0
1 pierwiastek

Xg = ——
0 2a

Gdy 4< 0

brak pierwiastka (brak miejsca zerowego)
Posta¢ kanoniczna

f@) =alx—-p)¥*+q, a#0

f(x)=a(x+%)2—a, a+0

wierzchotek paraboli

b A
W=pq p=—5 9=—5

W=@®qe p="2 q=f®)

22 2
2:(-2) 2

—2x2+2V2x—-1=0 A=0 x,=-—

x%+10x+ 100 A =102-4-100<0

y=x2-2x =0 x,=2

p="=1q=fD)=-1 W=(1,-1)

WWwWw.
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Postac iloczynowa

Gdy4 >0

Fx) =alx—x1) (x —x3) f)=3x2—2x-1 A =16 x=—7 x,=1
f(x)=3(x+§)(x—1)

GdyAa=0

f(x)=-2x2—16x—32 A=0 x,=—4

f(x) = a(x — x0)?

fO) = —2(x + 4)?

Gdy 4<0

brak postaci iloczynowe;j

(R) Wzory Viéte'a
Gdya4=>0
b . .
(X1 +x3) = -- suma pierwiastkéw x2—x—-30 x;+x,=-b=1, x;/x,=c=-30
X1 Xy = % iloczyn pierwiastkow x2 +x2 = (x; +x3)% — 2x1 %,

WWwWw. MATMA 8



CIAGI | PROCENTY

Ciag arytmetyczny
Dla dowolnych n,k e N,, 0<k<n, r€R, a,b€ER

Ciag (an) 6,8,10,12,14, ...
réznica ciggu

Api1— Ay =T r=2 bo8-6=10—-8="--=2
warunek na cigg arytmetyczny

aAn_1+ ans41 6+10
ol il > 1 —=8

a, =
n 2 2

wzdr na n-ty wyraz (ogolny)
a,=a;+(n—Dr a,=6+mn—-1)2

wzOr rekurencyjny

G P s L an
Api1 = Ay +T Anyq = An + 2

a,=a,+n—-Kkr az; =10, to as =10+ (5—13)-2

zwigzek ciggu z funkcjg liniowg

a,=a'n+b a;=2'1+4, to as=2-5+4
ai+a, 2a1+(n-Dr a;+a,
Sn= 1 ‘n lub Snzlf'n 54=+.4=6+212.4

suma n poczatkowych wyrazow
So=a,+a, + ...+a,
Procent prosty

Kapitaty: K, — poczatkowy i K, — koncowy, p — roczna stopa procentowa, n — liczba lat

kapitat po n latach

K,=Ky+ % ‘Ky'n Pozyczke 800 zt zaciagnieta na 6% w skali roku
sptacono po 4 miesigcach w kwocie
odsetki za okres m miesiecy K, = 800 + 61::(‘;‘;;*
_ PKoym
m ™ 10012

WWwWw. MATMA 9



Ciag geometryczny

Dla dowolnych n,k € Ny, 0<k<n, r €R

H 3 3
c'a.g (an) 12; 61 3)51 Zl
iloraz ciggu
An+1 1 6 3 _ = 1
n _ = = — =2=2 = ==
an =19 =3 bo 12 6 3 2

warunek na cigg geometryczny

(a)?=a, 1 a,.1,n>1 6- % =32
wzOr na n-ty wyraz (ogolny)

a,=a; q*? a, =12 (%)n—l

wzOr rekurencyjny

(R){ a1 =C a, = 12
Apn+1 = An " q an+1=an-%

- 1.5_
anzak.an a, =6, to a5:6'(5)52

L gia s (2’
SnZ[al 1-q q:'tl S5—a1 1q=12 (2
n-a;, dla g=1 1 1=
suma n poczatkowych wyrazow
STI. =a1+a2+ ...+an
Procent skiadany
Kapitaty: K, — poczatkowy i K,, — kohcowy, p — roczna stopa procentowa, n — liczba lat
kapitat po n latach
P n
K,=Kg" (1 + E) 50 tys. zt na inwestycje 3-letnig

z kapitalizacjg wraz z odsetkami
na 20% w skali roku daje kapitat

K; =50-(1,2)3 tys. zt

www. MATMA 10



TRYGONOMETRIA

Funkcje trygonometryczne

kata ostrego

sina = % sin(90° — @) = S sin(90° — a) = cosa
c
b
cosa = - cos(90° — a) = z cos(90° — a) = sina
c
= 2 o o __ — E o _ — L
tga p tg(90° — a) = ” tg(90° — a) = o
b
kata dowolnego Ay
. y 4=(x,y) 7 .8 .
sina = = DlaP = (11—0,25) promien wodzacy
T
cosa == r=\aZ+y?~33 sina=2~0848
T ,
- =17 5 =28 ¢
tga = p” >X cosa = i 0,515 tga = T 1,646
0 P
P#(0,0)

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Dla kata dowolnego
sin*a + cos*a=1

—1<sina<1 |

gdy cosa #0

Dla kata ostrego

—1<cosa<l1

sin?a + sin?(90° + a) = sin®a + cos’a =1
l1—sina=0 i 1—cosa=0

sinx < x <tgx, gdy x € (0°90°)

O<sina<1l i 0<cosa<1 0<tgx <o
y y p y=tg x

11 y=sinx /lg‘:"s X 1+
G : — : — L3 X
www. MATMA "



Wartosci funkcji trygonometrycznych
Dla katéw ostrych
a 30° 45° 60°
1
sin o = V2 ¥3
2 2 2
cos a V3 V2 1
2 2 2
tg a ? 1 V3
(R) Radian

180°=mwrad -

Okresowos¢

Dla keC

sin(2km + a) = sina

xrad = (180-x)°

cos(2km + a) = cosa

tgtkm 4+ @) = tga, a # §+ km

Wartosci funkcji trygonometrycznych szczegoéinych katow

sin0° =0
sin90° =1
sin180° = 0
sin270° = -1
sin360° = 0

cos0° =1
c0s90° =0
cos180° = —1
c0s270° =0
c0s360° =1

Dla katéw rozwartych

a 150° | 135° | 120°
sin a % g \/2—5
cos a e V2 1

2 2 2
tg a _‘/; -1 —/3

tg120° = tgz?’Z cos%n = cos150°

tg90° = % = nie istnieje

tg180° =20 = L = o

c0s180° -1

tg270° = %1 = nie istnieje

tg360° = 20 _ 0 _ g

c0s360° 1

MATMA
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(R) Funkcje sumy i réznicy katéow

sin(a + B) = sinacosp + cosasinf
sin(a — B) = sinacosf — cosasinf
cos(a + B) = cosacosP — sinasinf

cos(a — B) = cosacosP + sinasinf

tga+tgp
1-tgatgp’

tgla+p) = tgatgB + 1

tg(a - p) = Lot

L+igatgl’ tgatgf + —1

Funkcje kata podwojonego

sin(m + a) = sinmcosa + cosmsina =

sin(m — a) = sinmcosa — cosmsina =

cos(m + a) = cosmcosa — sinmsina =

sin(m — a) = sinmcosa — cosmsina =

—sina

sina

—cosa

sina

t. t.
tglm+a) = % =tga, cosa #0
_ tgm—tga
tg(n a) - 1-tgatgm

= —tga, cosa 0

sin2a = 2sinacosa 5in120° = 2sin60°cos60° = 273 - ; = ?
cos2a = cos’a — sin‘a cos2a = 1 — sin*a — sina = 1 — 2sin*a
2tga 2tg%
-tga 1_(t97)
Suma i réznica funkcji trygonometrycznych
- - - x+ xX— . . . . . .
sinx + siny = ZSln_yCOS Yy tgx +tgy = sinx | siny _ sinxsiny+sinycosx _ sin (x+y)
2 2 cosx ~ cosy cosxcosy €oSxXCosy
sinx — siny = 2cos =2 sin*=2 tgx—t _sin(x—y)
Y= 2 2 4 a4y cosxcosy
X+ xX— o o o_qEo
cosx + cosy = ZcosTycosTy c0S15° + 05105° = 2005 - cos > =
. Xt . X—
COSX — COSYy = —ZSlnTysmTy = 2¢0560°c0s45° = c0s45°
MATMA 13
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TROJKATY

Rozpoznawanie trojkatow przystajacych

dowolnych
C
b I
y . D B
P .
a
A
a=a, i b=b; i c=c, cecha bbb Z 4-ch trojkatow rownoramiennych

przystajace sa AABD = ABCD wg cechy bbb
b=by i a=a; 1 c=c¢; cecha bkb

a=a; i c=c¢; i B=p, cecha kbk

prostokatnych

D D, E K C
A B
l.c=c; i b=by, to AABC = AB'A'C’ Z 3-ch trojkatow prostokatnych réwnoramiennych

przystajace sq AAED = AEBC wg II.
Il.a=ay i b=>by, to AABC = AB'A'C’

Il.c=c, i @a=ay,t0 AABC =AB'A'C’

www. MATMA 14



Rozpoznawanie trojkatow podobnych

dowolnych
B
E X
h
C
\
X a
c b
D
p
a
A
a b B ] _ ’
— === cecha bbb Z 8-u trojkatow mozna wybraé 7 par podobnych.
1 1 1
Znajac hiaw AABC przy obliczaniu boku x kwadratu
i = i i = . e h_x
o o i p = p, cecha bkb skorzystamy z AABC~ADEC i proporcji X = =%
a

a=a, i B =p, cecha kkk

Pole, promien okregu wpisanego i opisanego dla tréjkata

dowolnego

ah abc 2P 1 : 1 ;
P,== R =2¢ r=-="5 Progc = Er251n120° = ;r251n60°

2 4Pp a+b+c

1 . 2
P, 5 absina Pyaoc = —,—, zatem  Ppopc = Ppaoc

a+b+c
2

Py=\pp—-a)p—-b)(p—c), p=

www. MATMA 15



prostokatnego

Sprawdzamy réwnosc¢

ab
a+b+c

=22/ 2(a+b+c)

2ab = (a + b)* — ¢

Z twierdzenia Pitagorasa ¢2 = a? + b?

P_ﬂ R_E r = ab __a+b—c
A7 T2 " atb+c T2 2ab = a* + 2ab + b* — a* — b* = 2ab
rébwnobocznego
a
,b rh a
a
a’J3 2 a3 _1 a3 _ah , _ a3
Pa==r R=57% 7=y Po=% b=
wysokosc w tréjkgcie prostokatnym
Y a
y h
B
b
AABC~AADC~ADBC Poréwnujac wzory na pole trojkata prostokatnego
h*=x-y h =%t

www. MATMA 16



Zwiazki miedzy bokami i katami tréjkata

(R) Twierdzenie sinuséw

a_b_c_ZR

sina sinfd siny

(R) Twierdzenie kosinusow

¢? = a* + b?> — 2abcosy

Twierdzenie Pitagorasa

proste

Yy = 90° = a? + b? = ¢?

odwrotne

2(/3-1)

lle wynosi Rdla ¢ = 135°7?

= 2R, zatem R = _5 = _5 = 5V2
2sin135° 2s5in45° 2

5

sina

Jaka jest dtugos¢ x dla g = 30°7?

xt =52+ L3112 -2-5- 12D o300

5v2
2

25
x% = - zatem x =

Z bokow trojkata 3m,4m i 5m, m € N, , najdtuzszym jest 5m
(4m)? 4+ (3m)? = 25m? = (5m)?,
zatem kazdy taki trojkat jest prostokatny.

c>b=aAa’+b?=c?=5y=90°

www. MATMA 17



Katy wewnetrzne i kat zewnetrzny tréjkata

a+pB+y=180°

B+ ¢ =180°

Srodkowe bokéw tréjkata

S — srodek ciezkosci trojkata

|CS| = 2|SD|

|SD| =3 |CD|

p=aty

Z dwéch katow wewnetrznych tréjkataa jest

0 20° wiekszy od y, a kat zewnetrzny ¢ przylegty do  ma 74°
Wtedy a =y +20°ia+y =74° Zatemy = 27°i a = 47°.

Srodkowa BF ma dtugo$é

IBC|

IBF| =3 |AC|, bo |FD| =", z ADBF

e = (25 (2 - (2

WWwWw.
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PLANIMETRIA

Koto, okrag

Pole kota P = mr?

Obwdd kota lub dlugos¢ okregu Pole wycinka kota :T"; =
j— s 1 _ L

L=2nr Diugos$¢ fuku okregu  — = ——

Dla a = 120 B, =:n(?) i | =3n()

Katy w kole
wpisane
C,
C,
A B
o)

oparte na tym samym tuku oparte na pétokregu
|£AC,B| = |£AC,B| |£AC{B| = |£AC,B| = 90°

www. MATMA 19



wpisany i srodkowy
C

7S

g

B

oparte na tym samym tuku Suma katéw przeciwlegtych w czworokacie ABCD
|£AOB| = 2|£ACB| a+ B = 180° bo 2f + 2a = 360°

|LACB| = §|4A03|

wpisany i dopisany

oparte na tym samym tuku
|£ABC| = |£CAD| |£ACB| = |£ABD| i |£ACB| = |£BAD|, to |AD| = |DB|

Styczne i sieczne B

0OA 1 AB i OC 1 BC G 0A 1 AB

|BA| = |BC]| |BD| - |BC| = |BA|?

www. MATMA 20



Czworokat wypukty

wpisany w okrag

a+y=p+8=180°

opisany na okregu

a

at+c=b+d

Pola czworokatéow

trapezu dowolnego trapezu rownoramiennego
b b
h h
a <«
a
Pp=22.p Dane:a,c,h

Zatemb=a+2c i P=(a+c)'h

www. MATMA 21



réwnolegtoboku dowolnego

>

— D
a
P=a-h
prostokata
b
a
P=a-b
deltoidu
a a
a N
P
b b
p=X
2

rombu

kwadratu

a
@ '(91/\
02
a
— . —g4.1. 02 a2
P=a-a Ilub P—4-2 i
P =a*

Poniewaz a+b=a+b i a+ £ =90°+90°,
to w deltoid, ktérego rowne katy sg proste,
mozna wpisac¢ okrag i na nim opisac okrag.

WWwWw.
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Figury podobne o skalis, s > 0

Dla odpowiadajacych odcinkéw AB i A'B’ w figurach podobnych

|A'B'| = s - |AB|

Gl
dla pdl figur F i F’ podobnych ptaskich "
=1
PFI = 52 ' PF °= 2
dla objetosci figur podobnych G i G’ przestrzennych a E R . TN
VGI — SS . VG v
r 1
S =—=-
R 2

Skala

Podobienstwo

c b
p
a

a b c .

—==—==—=k k>0 AABB;~AACC; wskali k>0

a by
AB AB BB h
1Bl _|4Bi| _ BBl _ o b
|[AC|  |AC.|  |CCq] hq

www. MATMA 23



(R) Jednoktadnosé¢ o skali ki sSrodku S
P

k=-%

Czworokat ADCB jest obrazem czworokata

NMRP w jednoktadno$ci o $rodku Si skali k = — >

B=J%N) = SB=k-SN

Twierdzenie Talesa

MY

k=2

Obrazem okregu (x — 1) +y? =1

2 w jednoktadnosci o $rodku S = (1,—1)

i skali k = 2 jest okragg o promieniu r; = 2
i srodku B; = (1,1), co wynika z 2 warunkow:

1.SB, = 2SB
2. obrazem odcinka r =1 jest odcinek
dtugosci r, = k- r.

proste
loa] _ |oA'| 't ,
AA’||BB’ to — =— . 5o |4B| _ |4'B'| . o8] _ |oB/|
|| |0B| |0B'| Zauwaz, ze oAl = oa"” oAl = o'l oraz
loB] loB’| |oB|-|04| _ |0B'|-|04'|
n Y11= -1 =
odwrotne M ox o to oA o
loA] _ |oA'| ) ) ' IBO|+|04] _ |B'0|+|04’|
—=-_— to AA’ || BB |0B| _ |oB] —
|0B|  |0B’| I lub- (1) loa| +1 loa’| +1to loA| [0A]
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GEOMETRIA ANALITYCZNA

Dziatania na wektorach a = [a,,a;] i b= [by, bs]

Roéwnosé wektorow

[al,az] = [bl, bz] (== al = bl | a2 = b2

Mnozenie wektora przez liczbe k € R

k-a=[k-a; k- a,]

Warunek rownolegtosci wektorow niezerowych

—_ — a b
alhb=s=2==2
aq b1

Warunek prostopadtosci wektorow niezerowych

—

al_l;@a1b1+a2b2:0

Dodawanie wektoréw

lay, az] + [by, b;] = [ay + by, ay + by]

Odejmowanie wektoréw

[ay,a;] — [by, b2] = [ay — by, a; — by]

Dtugosé wektora a

la] = J(a)? + (az)?

[k,5] =[-12,m] = k=-12 i m=5

3-[-1,2] =[-3,6]

[2,—k] Il [4,2], gdy §= 2

-k

Dla k = —1 zachodzi réwnolegtos¢ wektoréw.

Wektory x = [107%,3] i y = [-30,1] sq prostopadie,
gdyz 1071+ (=30) +3-1 =0

[—3,0] + [13,—7] = [10,-7]

[—3,0] — [13,-7] = [-16,7]

u=1[3—-4], to [ul =432+ (—4)2=5

Wsp6trzedne wektora AB, A = (x4, y4) | B = (x5 z)

ﬁ = [(xp —x4), ¥p — ya)]

Dtugo$¢ wektora AB, A = (x4, 9,) i B = (x5, Y5)

|AB| = \/(xB —x2)%+ (yp — ya)?

A=(0,3) i B=(2,1), to AB=[2—0,1-3]

A=(0,3)iB=(21), to [AB] =22 + (-2)?

WWwWw.
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Prosta na ptaszczyznie

Réwnanie prostej pionowej Roéwnanie prostej | przechodzacej przez punkty
l:x =c,gdzie ceR A= (3, 2%) i B=(3, 5)jest postaci x = 3
Réwnanie prostej poziomej Rownanie prostej [ przechodzacej przez punkty
l:y =b, gdzie b €R A= (3, 1%) i B= (—2, 1%)jest postaci y = 1%
Réwnanie prostej ukosnej (kierunkowe) Rownanie prostej [ przechodzacej przez punkty
l:y=ax+bia+0 A=(0,0) i B=(1,1) jest postaciy = x
Wspotczynnik kierunkowy prostej | L AY
NY

N
Cd
a X
4 7
/ ’
a=1ga«a, lLy=—-x, wieca=-1itga=-1
Lly=ax+bia+0 zatem o = 135°
Réwnanie prostej przychodzacej przez Ai B Gdy prosta przechodzi przez punkty A = (x4, y)
i B = (xg,yg), to wspotczynnik kierunkowy
A= (x4,¥4) i B=(xp¥5)
Vp—Ya) (x—x4)—(xg—x4) - (y—ya) =0 jest postaci a = %
Réwnanie prostej w postaci ogolnej Ktére zrownan 2x —2y+0=0, Ox+y—1=0,
x+ 0y =0, Ox + 0y — 3 = 0 nie jest rownaniem ogélnym prostej?
Ax+By+C=0, g g ‘ Jemym proste
Roéwnanie 0x + 0y —3 =0
‘N A2 2
gdzie A+ B< # 0 bo nie spetnia warunku A2 + B2 = 0.
Odlegtos¢ punktu P = (xg,¥,) od prostej Dla prostej w postaci kierunkowej 1:y = ax + b
odlegtos¢ punktu P = (x,,y,) od prostej [
l:Ax+By+C=0
d = |Axg+Byo+C| d = laxo—yo+b|
vA%+B? vaz+1
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Roéwnolegtosé i prostopadtosc¢ prostych
Dla dwdch prostych

Liy=aix+by i ly:y=a,x+b,

LI ©a=a,

llllz<=>a2'a1=—1

Tangens kata miedzy prostymi

y=a;x+b | y=a,x+b,

_ | a1—az
t'ga o |1+a1a2 |

Dla dwoch prostych

ll:A1x+Bly+C1:0 | lz:A2x+Bzy+C2:O

ll " lz <:>A1'BZ—BI'A2:0

llJ_lz(:}Al'Az‘l'Bl'Bz:O

Tangens kata miedzy prostymi

A x+By+C,=0 1 Ayx+B,y+C, =0

Dtugos¢ odcinka i pole trojkata

Dtugos¢ odcinka o koncach A i B i jego $rodek S

A= (x0,¥4), B = (xp,¥5) 1 S=(x5,¥5)

|AB| = /(xg — x4)% + (¥p — ¥4)?

_ Xatxp . _ Yatys
Xs=—% 1 VYs=—"5—

Dwie proste y =3x—-02 i y=ax+1sg
réwnolegte, gdy a = 3

prostopadte, gdy 3-a = -1

Kat miedzy prostymi

_ VY31 .
=G xt2iy=13x

V3-1
\/§+1_\/§

V3-1,
l+f3+1\r3

tga = =|_T4|=1’ a = 45°

Proste 2x —3y+1=0 i cx+3y—-2=0s3

prostopadte, gdy 2 - ¢ + (—3) -3 = 0, wiec ¢ = 4,5.

Kat miedzy prostymi

V3x—=3y=0 i V3x—y+2=0

—\/§+3\/§| _ V3
31

tga=| 313 —, a=230

DlaA=(-4,3) i B=(53)

|AB| = (5+4)2+(3-3)2=9

WWwWw.
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Pole trojkata o wierzchotkach 4, B, C i jego srodek ciezkosci S

Pole i srodek ciezkosci

A= (x4,Y4), B = (x5,¥8), C=(xc,¥¢c), S=(x5,¥5) trojkata o wierzchotkach
1 . .
Passe =51 = x2) - (¥ —¥,) — (5 —¥4) - (¢ — x4)| (0,0), (1,1, (~1,1) jest réwne
P=211-0)(1-0)—(1-0)(-1—-0)| =1
Xatxp+x, - yatyp+yc g
Xg = T | s = T

0+1-1 0+1+1
s = (=

) =)

Roéwnanie okregu i opis kota
Rownanie okregu o $rodku (a, b) i promieniu r Okrag o $rodku (3,—1) i promieniur = 4

. zapiszemy w postaci kanonicznej
1. kanoniczne p ywp ]

1. (x =32+ (y+1)2 =42
(x—a)+y-b)?=r?
i w postaci ogoélnej

2. 0golne 2. x’+y?—6x+2y—6=0.

x> +y? —2ax —2by — c =0,

) Zpostaci2.a =3, b=-1 oraz
gdzier? =a®*+b*— c>0

324 (=1)2—(-6)=16>0, r = 4.

Opis kota o srodku (a, b) i promieniu r Nierownoéé (x — a)? + (x — b)? > r?
opisuje zbidér punktow P = (x,y)

1. domknietego

ktére lezg na zewnatrz kota otwartego.
x—a)?+(@y-b?<r?

2. otwartego

(x—a)*+ (y—b)? <1?

Obraz P' punktu P w przeksztatceniach na ptaszczyznie

w symetrii wzgledem osi x W symetrii wzgledem osi x obrazem prostej
P = (xp,yp) — P' = (xp,—yp) y = 5x + 4 jest prosta y = —5x — 4
w symetrii wzgledem osi y Obrazem prostej I:y = ax + b w symetrii wzgledem osi y
P = (xp,yp) — P' = (—xp,yp) jestprosta I':y = —ax + b
w symetrii Srodkowej wzgledem punktu (0,0) Proste l: y = ax + b i 'y = ax— b sg symetryczne

wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.
P = (xp,yp) = P' = (—xp,—yp)

W przesunieciu o wektor [a, b] Obrazem punktu P = (—1,—6) W przesunigciu o wektor [1, 3]

, jest punkt P’ = (0,—3)
P = (xp,yp) > P' = (xpta,yp+b)
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STEREOMETRIA

(R) Twierdzenie o trzech prostopadtych

D' C'
/I L |
|
/ A ' B'
S ] N v
Am 1 7 /)- ¢
Py I ' 7
P L X :
A o B
llmel'lm W prostopadto$cianie AB L BC iprosta I’ jest rzutem prostokgtnym

prostej | na ptaszczyzne podstawy (4’A L AB).
Zatem A'B 1 BC.

Objetosci i pola powierzchni figur przestrzennych

Wielosciany

V - objetos¢, P - pole powierzchni, P, - pole powierzchni boczne;j,
P - pole powierzchni catkowitej, P, - pole podstawy, L = Zp- obwod podstawy, h - wysokosc¢.

Graniastostup prosty

~_— |

h
V=P, -h P,=1L"-h Pe =28+ Py
Prostopadtoscian
b V=a-b-h P, = 2(ah + bh) P. = 2(ah + bh + ab)
b
a
Ostrostup
1
V= EPP -h
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Ostrostup prawidtowy

h
hy
Bryty obrotowe
Walec
N |
h

|

r
Stozek

ho\l

r
v
Kula

V=2Bh P,=p-h
V =nr2h Py, = 2nrh
1% =§nr2h p, =mrl
V=§nr3

P = 4rrr?

P.=PB,+P,

P.=2nr(h+r)

P.=nar(l+r)

www. MEGAMATMA .
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STATYSTYKA

Srednia w statystyce opisowej

Dla n liczb x; , x5, ..., X, Z wagami pq, pz, ...

Srednia
arytmetyczna
X1 +Xx2 ++xy

X=—"———,n=2
n

arytmetyczna wazona

¥ = X1P1+X2p2t+-+XnPn
P1tpP2+t-+Pn

Mediana
X+ d . t
Me—) 2 gdy n nieparzyste
- 1
2 (xg + xg+1) gdy n parzyste
Parametry

Dla nliczb xq,x5, ..., x, ZWwagami py,pz, ...

Wariacja ¢

2 _ 1D+ (=D 4+ (x—E)?
n

o

o2 = F1mP1+(o—%) Pyt t (=) P
P1tp2+t-+pn

Odchylenie standardowe ¢ = Vo2

o \/(xl—f)h (r2= )4+ (tn — )2

n

o= J(xl—f)2p1+(xz—f)2p2+---+(xn—7)2pn
pP1t+p2t-tPn

Pny NMEN,

Srednia temperatura powietrza w ciagu 5 dni wynosi 15°C

a w ciggu 6 dni 14°C. Jaka temperatura byta 6-go dnia ?

X1 +X2 +X3+X4+X5 15°C 5:15°C +x¢g
5 i 6

=14°C, x,=9°C

Dane sg ceny zestawéw w zt: 3, 5, 8, 10, 14 i odpowiednio
ich ilosci w magazynie: 5, 25, 40, 20, 10. Cena $rednia

3.5+5:25+8-40+10-20+14-10 _ 800
100 ~ 100

X = =8

Uporzadkowane dane: 2,7,7,11, 13, 14

7+11
Me =——=9
2
,Pn, M € N, idla sredniej x
Inne wzory

o? = (x1)2+(xz):+~~+(xn)2 ~ @2

2 _ D)1+ (x2) 2+ + ()P0 ()2
P1tp2t+-+pn

(2

o= J(x1)2+(xz)2+~-+(xn)2 _ @

n

_ [@0p1+(x2)2p2+ ()P0 2
o= -(®
P1t+p2+-+pn

WWwWw.
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Wynikami badan statystycznych byty ceny zestawow obiadowych, z ktorych niektore powtarzaty
sie: cena 3 zt - 5 razy, 5 zt - 25 razy, 8 zt - 40 razy, 10 zt - 20 razy i 14 zt - 10 razy.

Obliczamy odchylenie standardowe.

X1Py + XD+ +xppy  3°5+5-25+8-404+10-20+14-10 800

pyt+pt+tpn

o= J(3—8)2-5+(5—8)2-25+(8—8)2-4O+(10—8)2-20+(14—8)2-10 _

100

5+ 25+ 40 + 20 + 10 100

790
/ﬁ =2,81 (zh)

Whiosek. Ceny poszczegdlnych zestawdw obiadowych roznity sie od ich $redniej arytmetycznej

przecietnie o 2 zt 81 gorszy

SILNIA | SYMBOL NEWTONA
Silnia

Dla neNy

1-2-3-..-n=n!
n'-n+1)=mM+1)!

=1 1!=1

Symbol Newtona

DlankeNik<n

(k) = 5w

§)-()-1
(0=
()=

5/!=1:-2:3-4-5=120

6!=1-2-3-4-5-6=5!-6=120-6=720

1!4+0! 1+1
=—=2

0! 1

5\ _ st _ 345 _
(3) T (s-3)r31 2131 10

(o) = =5=1
(7 z 3) - (;)’ bo (7 Z 3) - (Z) - (7—1!)!-4! - (7—?)!-3! - (g)

(‘1‘)+(i)=4+3

WWwWw.
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(R) KOMBINATORYKA

Dla A ={ay,a,,,a,}, k,n €N, .
Liczba wariacji z powtérzeniami

Liczba ciagéw utworzonych z k elementéw zbioru 4,
w ktorych wyrazy mogq sie powtarzac

vk — ok
Ve=n
Liczba wariacji bez powtérzen

Liczba ciggéw utworzonych z k elementéw zbioru A,
w ktorych wyrazy nie mogq sie powtarzac¢

k _ n!
T k)’

1< k<n
Liczba permutaciji

Liczba ciggéw utworzonych z n elementéw zbioru A4,
bez powtorzen wyrazéw

Liczba kombinacji

Liczba zbioréw o k réznych elementach wybranych
ze zbioru A, bez powtdrzen elementéw.

C,’iz(;(l), 0< k<n

lle jest liczb naturalnych czterocyfrowych,
w ktérych zapisie nie wystepuje 0 ?

V& = 9% = 6561, bo A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Trzyliterowych stéw utworzonych z liter stowa
grup a, tak aby kazda litera w stowie
byta tylko raz jest

3 __ 5 _5'_ 120 _
Vs T (5-3) 21 2 = 60

Czy liczba dowolnych ustawien 9-u réznych
dokumentow z pudta na potke jest mniejsza
niz milion? Tak, bo 9! = 362880.

Na ile sposobow mozna wybrac trzy
z 25-u réznych ksigzek?

s _ (25\_ 25!
(o5 = ( 3 ) T (25-3)131 2300
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PRAWDOPODOBIENSTWO

0 — skonczona przestrzen zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych, 4,B c {2

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia mozna zapisac

Prawdopodobienstwo klasyczne
" A tub 2

Prawdopodobienstwo
Prawdopodobienstwo wyrzucenia orta lub reszki w rzucie monetg

zdarzenia pewnego
jest rowne 1, bo zdarzenie jest pewne, innego wyniku dosta¢ nie mozemy.

P2)=1

W rzucie szescienng kostkg do gry uzyskanie 7 jest niemozliwe,
zatem prawdopodobienstwo takiego wyniku jest 0.

zdarzenia niemozliwego
P(®) =0

Jesli w skohczonym zbiorze z liczbami parzystymi i nieparzystymi

zdarzenia przeciwnego
prawdopodobienstwo wylosowania liczby parzystej jest % to nieparzystej %

P(A4") =1- P(4)

sumy zdarzen
DlaP(4) =<, P(B)=2 i P(AUB) =2

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANn B)
i P(ANB) =2—14

P(AUB) =P(A)+P(B) gdy AnNB=0 P(ANB)=P(A) +P(B)—P(AUB)

MATMA
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réznicy zdarzen

P(A-B)=P(A)-P(ANB)

» .

Q

L

A=(A-B)UMANB) i A—-B)N(ANB) =0

Dla dowolnych zdarzen A, B c £2 zachodzg nierdwnosci

0<PA)<1
P(4)<P(B) gdy AC B

P(AUB) < P(A) + P(B)

P(A) = P(A-B) + P(ANB)

Jezeli B=2 i Ac B,to P(4) < P(N).

Zatem P(A) <1.DlaP(4) =§, P(B) =§ i P(ANB) =i mamy

P(AUB)==+=——

<I+
24 6

1

4
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TABLICE WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

TABLICA FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

sina | tga
“ | cos p | ctga B
0° | 0,0000 | 0,0000 | 90°
1° |0,0175 | 0,0175 | 89°
2° 10,0349 | 0,0349 | 88°
3° 10,0523 | 0,0524 | 87°
4" |0,0698 | 0,0699 | 86
5" | 0,0872 | 0,0875 | 85
6" |0,1045 | 0,1051 | 84°
7° 10,1219 | 0,1228 | 83°
8" 10,1392 | 0,1405 | 82°
9° |0,1564 | 0,1584 | 81°
10° | 0,1736 | 0,1763 | 80°
11° | 0,1908 | 0,1944 | 79°
12° | 0,2079 | 0,2126 | 78°
13° | 0,2250 | 0,2309 | 77°
14" | 0,2419 | 0,2493 | 76"
15~ | 0,2588 | 0,2679 | 75°
16° | 0,2756 | 0,2867 | 74°
17° 10,2924 | 0,3057 | 73°
18° | 0,3090 | 0,3249 | 72°
19° |0,3256 | 0,3443 | 71°
20° |0,3420 | 0,3640 | 70°
21° |0,3584 | 0,3839 | 69°
22° | 0,3746 | 0,4040 | 68°
23° 10,3907 | 0,4245 | 67°
24° | 0,4067 | 0,4452 | 66°
25° 10,4226 | 0,4663 | 65°
26° | 0,4384 | 0,4877 | 64°
27° 10,4540 | 0,5095 | 63°
28° | 0,4695 | 0,5317 | 62°
29° | 0,4848 | 0,5543 | 61°
30° | 0,5000 | 0,5774 | 60°
31° | 0,5150 | 0,6009 | 59°
32° |0,5299 | 0,6249 | 58°
33° | 0,5446 | 0,6494 | 57°
34° | 0,5592 | 0,6745 | 56°
35° | 0,5736 | 0,7002 | 55°
36° | 0,5878 | 0,7265 | 54°
37° | 0,6018 | 0,7536 | 53°
38" | 0,6157 | 0,7813 | 52°
39° |0,6293 | 0,8098 | 51°
40° | 0,6428 | 0,8391 | 50°
41° | 0,6561 | 0,8693 | 49°
42° | 0,6691 | 0,9004 | 48°
43° |0,6820 | 0,9325 | 47°
44° | 0,6947 | 0,9657 | 46°
45° | 0,7071 | 1,0000 | 45°

sina | tga
“ | cos B | ctga B
46° | 0,7193 | 1,0355 | 44°
47° 10,7314 | 1,0724 | 43°
48° |0,7431 | 1,1106 | 42°
49° | 0,7547 | 1,1504 | 41°
50° | 0,7660 | 1,1918 | 40°
51° | 0,7771 | 1,2349 | 39°
52° | 0,7880 | 1,2799 | 38°
53° | 0,7986 | 1,3270 | 37°
54° | 0,8090 | 1,3764 | 36
55° | 0,8192 | 1,4281 | 35°
56° | 0,8290 | 1,4826 | 34°
57° 10,8387 | 1,5399 | 33°
58° | 0,8480 | 1,6003 | 32°
59° | 0,8572 | 1,6643 | 31°
60° |0,8660 | 1,7321 | 30°
61° | 0,8746 | 1,8040 | 29°
62° | 0,8829 | 1,8807 | 28°
63° | 0,8910 | 1,9626 | 27°
64° | 0,8988 | 2,0503 | 26
65 | 0,9063 | 2,1445 | 25°
66° | 0,9135 | 2,2460 | 24°
67° | 0,9205 | 2,3559 | 23°
68° |0,9272 | 2,4751 | 22°
69° |0,9336 | 2,6051 | 21°
70° | 0,9397 | 2,7475 | 20°
71° | 0,9455 | 2,9042 | 19°
72° 10,9511 | 3,0777 | 18°
73° 10,9563 | 3,2709 | 17°
74° | 0,9613 | 3,4874 | 16
75" 10,9659 | 3,7321 | 15°
76" | 0,9703 | 4,0108 | 14°
77° | 0,9744 | 4,3315 | 13°
78" | 0,9781 | 4,7046 | 12°
79° | 0,9816 | 5,1446 | 11°
80° |0,9848 | 56713 | 10°
81° | 09877 | 6,3138 | 9’
82° |0,9903 | 7,1154 | §
83" |0,9925 | 8,1443 | 7°
84° |0,9945 | 9,5144 | 6
85° |0,9962 | 11,4301 | 5°
86° | 0,9976 | 14,3007 | 4°
87° 10,9986 | 19,0811 | 3°
88° |0,9994 | 28,6363 | 2°
89° |0,9998 | 57,2900 | 1°
90° | 1,0000 - 0’

wWww.

MATMA

36



